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Получена система нелинейных уравнений, описывающих состояние статического равновесия гибкого треугольного 
подвеса в плоском силовом поле, компланарном плоскости неизменного треугольника кинематических связей. 
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The system of the nonlinear equations describing the condition of static balance of the flexible triangular suspension in a plane 
force field, coplanar to the plane of the constant triangle of kinematic relations is received. 
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Введение 
Гибким треугольным подвесом тела TB к ус-
ловно неподвижному телу TA называем систему 
двух тел, кинематически связанных двумя на-
пряженными ветвями или отрезками гибкой ни-
ти, именуемых поводками, три точки крепления 
которых к обоим телам являются вершинами 
действительного  вершины P и Q, кото-
рого закреплены на подвешенном теле T
,PCQΔ
B, а вер-
шина C – на несущем теле TA (рисунок 1). 
1 Постановка задачи исследования 
 Целью настоящей работы является изучение 
состояния статического равновесия гибкого тре-
угольного подвеса в плоском силовом поле, ком-
планарном плоскости треугольника кинематиче-
ских связей этого подвеса – . Поводки 
будем рассматривать кусками гибкой нерастя-
жимой нити [1], [2], концы которых плотно за-
щемлены на телах  и 
PCQΔ
АТ ВТ . 
 
 
Рисунок 1 – Кинематическая схема гибкого треугольного подвеса тела ВТ  к телу  АТ
Статика гибкого треугольного подвеса 
 
Пусть  – длина отрезка  стягивающего 
точки крепления поводков на подвешенном теле 
2c ,PQ
,ВТ  p и q – длины поводков  и  соответ-
ственно,  и пусть 
PC QC
p q≤
, ,PC p QC q≤ ≤JJJG JJJG  
где знакам строгого равенства соответствуют 
строго прямолинейные формы поводков, приоб-
ретаемые ими в напряженном состоянии под 
действием соответствующих концевых растяги-
вающих сил (рисунок 1), 
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0,P >         (1.1) 0.Q >
 Справедливым считаем и обратное: конце-
вым растягивающим силам поводков, удовлетво-
ряющим условиям (1.1), соответствуют напря-
женные состояния поводков, их строгая прямо-
линейность, определенность и неизменность 
формы и размеров фигуры, образованной PCQΔ  
и сечением тела ВТ  плоскостью этого треуголь-
ника. 
Положим, что 
,
2
q p−Δ =       (1.2) 
.
2
q pa c+= = onst
.
          (1.3) 
При этом, в силу принятых соглашений и из-
вестных свойств треугольников, необходимо 
выполняются следующие неравенства 
0 c a≤ Δ < <       (1.4) 
Положим также, что  
2 2b a c= −       (1.5) 
и, что  
.c b a< <      (1.6) 
 Размеры p, q и , удовлетворяющие (1.2)–
(1.6), будем называть базовыми размерами обсу-
ждаемого бифилярного подвеса, соответствую-
щий  – базовым треугольником подвеса, а 
его плоскость – базовой плоскостью подвеса. 
c
PCQΔ
 
 2 Решение задачи 
Предполагаем, что на тело ВТ  действует 
некоторая определенная система внешних сил 
, 1,k ,F k n=
JJG
 линии действия которых лежат в ба-
зовой плоскости подвеса, что под действием этой 
плоской системы сил тело ВТ  и удерживающие 
его поводки занимают такое статическое поло-
жение, при котором линия действия построенно-
го в точке С главного вектора данной системы 
внешних сил 
1
,
n
k
k
F F
=
= ∑JG JJG  
пересекает отрезок  в его некоторой точке F 
и при этом реактивные силы  и  натяжения 
поводков телом T
PQ
P
G
Q
G
A уравновешивают данную сис-
тему внешних сил:  
0.F P Q+ + =GG G         (2.1) 
Предполагая, что все эти условия выполне-
ны и тело ВТ  находится в покое, свяжем с ним 
систему декартовых координат  с ортами OXYZ
, , ,i j k
JG JG G
 плоскость  которой совместим с 
плоскостью 
OXY
PCQΔ , ось  – с линией основа-
ния  этого треугольника, а его центральную 
точку О примем началом системы координат. В 
этих условиях вершинами  являются точ-
ки    координа-
ты которых связаны следующими уравнениями: 
OX
PQ
PCQΔ
( ,0,0),P c ( , ,0),C CC X Y ( ,0,0),Q c−
2 2( )C Cq a X c Y= + Δ = + +  
2 2( )C Cp a X c Y= − Δ = − + .  
Следовательно, 
2 2
2 2
2 ( )
( )
C C
C C
a X c Y
,X c Y Const
= + + +
+ − − =
      (2.2) 
2 2 2 22 ( ) ( )C C C .CX c Y X c YΔ = + + − − −  (2.3) 
Замечаем, что равенства (2.2) являются ана-
литическим выражением классического опреде-
ления эллипса Э геометрическим местом точек 
 плоскости , сумма расстояний 
которых до точек  и  именуемых 
фокусами эллипса, постоянна и равна длине его 
большой оси . 
( , )C CC X Y OXY
( ,0)P c ( ,0),Q c−
2a PCQΔ  и эллипс Э, однозначно 
определяемые базовыми размерами p, q и  дан-
ного бифилярного подвеса, условимся называть 
его базовым треугольником кинематических свя-
зей и его базовым эллипсом. Плоскость их рас-
положения  назовем базовой плоскостью 
подвеса. Каноническое уравнение эллипса Э 
c
OXY
2 2
2 2 1
C CX Y
a b
+ =    (2.4) 
получается исключением радикалов в уравнении 
(2.3) и его последующими преобразованиями. 
Абсциссу точки С находим перемножением обе-
их частей равенств (2.2) и (2.3): 
.C
aX
c
Δ=           (2.5) 
Это значение подставляем в уравнение (2.4) и, 
решая его, получаем ординату точки С: 
2 2 ,C
bY c
c
= ± −Δ        (2.6) 
где, для определенности выбора точки С сохра-
няем знак плюс (+). 
 Уравнение пучка прямых плоскости , 
проходящих через точку 
OXY
2 2, ,a bC c
c c
Δ⎛ ⎞− Δ⎜ ⎟⎝ ⎠  
имеет вид: 
2 2 ,b aY c k X
c c
Δ⎛ ⎞− − Δ = −⎜ ⎟⎝ ⎠   (2.7) 
где  
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k tgϕ=     (2.8) 
– угловой коэффициент  соответствующей пря-
мой данного семейства, ϕ  – ее угол наклона к 
оси ОХ.  
 Если некоторая прямая П этого семейства 
ось ОХ пересекает в определенной точке  
основания  при  то усло-
вимся обозначать 
( ,0)D d
PQ PCQΔ [ , ],d c c∈ −
Dk  ее угловой коэффициент, 
Dϕ  – ее угол наклона к оси ОХ, и, удовлетворяя 
уравнениям (2.7) и (2.8), будем считать, что 
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2 2
.D D
b ck tg
a cd
ϕ − Δ= = Δ −  
 В соответствии с этим правилом устанавли-
ваем, что для линий действия сил  ,P
G
Q
G
 и ,F
G
 
являющихся прямыми этого же семейства и про-
ходящих через точки    
угловые коэффициенты, соответственно, равны 
( ,0),P c ( ,0),Q c− ( ,0),F f
,P Pk tgϕ=  Q Qk tgϕ=  и F Fk tgϕ=  
и что их углы наклона к оси ОХ  определяются 
значениями 
2 2
2 0, 2P
b carctg
a c
πϕ − Δ ⎡ ⎤= ∈⎢ ⎥Δ − ⎣ ⎦  
2 2
2 ,2Q
b carctg
a c
πϕ π− − Δ ⎡ ⎤= ∈⎢ ⎥Δ + ⎣ ⎦  
и при [ , ]f c c∈ −  
2 2
[ , ].F P
b carctg
a fc Q
ϕ ϕ ϕ−Δ= ∈Δ −  
 В то же время, основываясь на известных 
свойствах углов треугольников, заключаем, что  
.Q Pϕ ϕ γ= +  
Внутренний угол γ  PCQΔ  при его вершине 
С, образованный линиями действия сил P
G
 и  Q
G
 
находим на основании теоремы косинусов и ус-
танавливаем, что 
2 2 2
2 2arccos , .2
c b
a
πγ π− − Δ ⎡ ⎤= ∈⎢ ⎥− Δ ⎣ ⎦  
 Удовлетворяя представленным зависимо-
стям, угол Fϕ  выразим линейной комбинацией 
его предельных значений Pϕ  и Qϕ : 
(1 ) ,F Q P Pϕ λϕ λ ϕ ϕ λγ= + − = +  
где [0,1]λ ∈  – неопределенный множитель Ла-
гранжа. Легко заметить, что при 1
2
λ =  угол на-
клона к оси  силы OX F
G
 равен 
/ 2 / 2,F P Qϕ ϕ γ ϕ γ= + = −  
следовательно, он совпадает с углом наклона Бϕ  
биссектрисы  угла CБ ,γ  которая, как известно 
из планиметрии [3], своей точкой  пере-
сечения основания  базового  делит 
его на отрезки  и 
( ,0)Б б
PQ PCQΔ
РБ ,БQ  пропорциональные 
длинам прилегающих боковых сторон  и 
 этого треугольника: 
PC
QC
.QБ c б q a
БP c б p a
+ + Δ= = =− − Δ  
Из этих уравнений находим значение 
c
б
a
Δ=  и вычисляем угловой коэффициент бис-
сектрисы  CБ
2 2 2 2 2 2
2 2 .( )Б Б
b c ab c a ck tg
a cб a c b
ϕ −Δ −Δ −= = = =Δ − Δ − Δ
Δ  
Затем, используя зависимости (2.5) и (2.6), при 
[ , ]c cΔ∈ −  определяем угловой коэффициент  
нормали базового эллипса Э в его точке С и ус-
танавливаем, что: 
nk
2 2
.
c
n n Б
c
dX
a cdk tg kdY b
d
ϕ −ΔΔ= = − = =Δ
Δ
 
Этот результат означает, что биссектриса  
угла 
CБ
,γ  образованного при вершине С базового 
PCQΔ  поводками  и  совпадает с нор-
малью базового эллипса Э в его точке С. 
PC ,QC
Располагая углами ориентации векторов ,P
G
 
Q
G
 и ,F
G
 представим их в координатной форме в 
виде: 
( cos sin ),P PP P i jϕ ϕ= +
G G G
 
( cos sin ),Q QQ Q i jϕ ϕ= +
G G G
 
( cos sin ).F FF F i jϕ ϕ= +
G G G
 
Эти значения подставляем в уравнение (2.1), 
проектируя его на оси координат, получаем сис-
тему двух уравнений:  
cos cos cos
sin sin sin .
F P Q
F P Q
F P Q
F P Q
ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ
= +⎧⎪⎨ = +⎪⎩
 
Ее решениями являются значения  
sin sin(1 ), ,
sin sin
P F Q Fλγ λ γγ
−= = γ   (2.9) 
которые при  и 0F > [0, ]γ π∈  удовлетворяют 
условиям (1.1), при выполнении которых сечение 
тела ВТ  базовой плоскостью и базовый тре-
угольник PCQΔ  образуют неизменную фигуру, 
нагруженную заданной системой внешних сил, 
уравновешенных реактивными силами натяже-
ния поводков несущим телом  .AТ
 Из формул (2.9) следует, что равенству сил 
натяжения обоих поводков соответствует значе-
ние 1 ,
2
λ =  т.е. случай, когда сила FG  нормальна 
к базовому эллипсу Э в его точке С, являющейся 
вершиной базового .PCQΔ  
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 Заключение  
 Резюмируя изложенное, констатируем, что 
для достижения некоторого состояния статиче-
ского равновесия гибкого треугольного подвеса с 
данным базовым неизменным треугольником 
кинематических связей PCQΔ  в плоском сило-
вом поле, компланарном плоскости этого тре-
угольника, необходимо и достаточно, чтобы по-
строенный в таком стационарном состоянии 
подвеса с началом в точке С крепления обоих 
поводков на несущем теле TA главный вектор F
G
 
действующих на подвешенное тело TB внешних 
сил был ориентирован в направлении тела TB, а 
линия  его  действия  пересекала отрезок PQ, 
стягивающий точки крепления поводков на теле 
TB в некоторой точке F этого отрезка. 
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